Sur les Algébres de Bernstein. IV  by Mallol, Cristian et al.
Sur les Algebres de Bernstein. IV* 
Cristian Mall01 
Dtfpartement de MathLmatiques 
Universite’ Paul Valery 
B.P. 5043 
34060 Montpellier, France 
Artibano Micali 
Dkpartement des Sciences Mathkmatiques 
Universite’ de Montpellier I1 
Place Eugbe Bataillon 
34095 Montpellier, France 
et 
Moussa Ouattara 
lnstitut de Mathbmatiques et de Physique 
Universite’ de Ouagadougou 
B.P. 7021 
Ouagadougou, Burkina Faso 
Submitted by Richard A. Brualdi 
ABSTRACT 
The extension to Bernstein algebras of higher order of known results for one 
order is not trivial. In this paper we give some results in this direction. 
1. ALGIkBRES DE BERNSTEIN D’ORDRE n 
Soient K un corps commutatif et A une K-alghbre commutative. Pour 
tout x dans A et tout entier m > 1, la puissance pleine x[“*] de x est dCfinie 
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inductivement par rtll = x et x[‘~~] = x[“~- 11~[“‘- ‘1 si m > 2. On note que 
pour tout element x dans A, pour tout scalaire p dans K et pour tout entier 
m > 1 on a (pLx)[))Il = p~“‘-~xb~l, 
Soit maintenant (A, w) une K-alg&re ponder&e, c’est a dire, la don&e 
d’une K-algkbre commutative A et d’un morphisme surjectif de K-algebres 
w : A + K. Si n > 0 est un nombre entier, on dira que (A, w) est une a&&-e 
de Bernstein d’ordre n si pour tout element x dans A on a x[“+~~ = 
(W(X)X)[)l+ll = w(x)““x[“+‘l , n etant le plus petit entier pour lequel cette 
identite est v&if& 
LEMME 1.1. Soit (A, w) une K-algkbre de Bernstein d’ordre n. Alors A 
posst?de au moins un idempotent non nul ou, plus prhcisement, l’ensemble des 
idcmpotents non nuls de A est don& par {x[‘+‘] 1 x E A, W(X) = 1). 
En effet, si e # 0 est un idempotent de A, on a et”+‘]= et”+‘] = e. 
Reciproquement, comme o est surjectif, soit x dans A tel que w(x) = 1. On 
a (r[n+ 11)2 = X[ll+21 = w( x)‘“x[” + ‘I= XL” + ‘1. Ainsi x[“+ ‘1 est un idempotent 
non nul de A. 
Si (A, w) est une algebre de Bernstein d’ordre n et e un idempotent non 
nul de A, on peut decomposer A en somme directe d’espaces vectoriels, 
A = Ke $ Ker(w), oti Ke designe le sous-K-espace vectoriel des multiples de 
e. Cette decomposition s’appele d&composition de Peirce de A. I1 est clair 
que pour tout element x de Ker(o) on a .‘“+“I = 0. 
LEASE 1.2. Soit (A,w) une K-al&bre de Bernstein d’ordre n. Alors la 
pond&ration w est unique. 
En effet, on sait que pour tout x dans Ker(w), x[“+‘] = 0 done si O’ est 
une autre ponderation de A, alors 0 = w’(x[“+~])= W’(X)“‘+’ d'oh W'(X)= 0. 
Ceci nous dit que Ker(w) est un sous-espace et de Ker(w’) vectoriel 
l’isomorphisme de K-espaces vectoriels Al ~~~~~~ 4 Al xr.tiw’) entraine que 
Ker(w) = Ker(w’). Mais, pour tout vecteur t, l’elkment t” - w(t)f cst dans 
Ker(w) done w’[t’ - w(t)t]= 0 d’oh w’(t)‘= w(t)w’(t) de sorte que si 
w(t) # 0 alors w’(t) = w(t). Ceci nous montre que w = 6~‘. 
NOTE 1.3. Soient K un corps de caracteristique # 2 et A une algebre 
de Bernstein d’ordre n > 1 telle que dimk.(A) > 1. Alors, il existe x et y dans 
A, non nuls et differents, tels que xy = 0. En cffet, du lemme 3.1 et de la 
proposition 5.7, ci-apres, on deduit que si ex # 0 pour tout x dans Ker(w), 
alors er =$x et Ker(w)2 = {O}, d one l’ordre de A serait zero. Contradiction. 
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2. ALGkBRES DE BERNSTEIN EN CARACTkRISTIQUE 2 
Dans ce paragraphe, K designera un corps commutatif infini de 
caractkristique 2 et n > 0 un nombre entier. 
LEMME 2.1. Une condition nhzessaire et sujFfisante pour qu’une K-u@hre 
ponder&e (A, o> soit une alg&re de Bernstein d’ordre n est que A soit 
yuasi-constante d’ordre n, c’est h dire, x[“+‘] = w(x>““e pour tout x clans A, 
e # 0 &ant un idempotent de A. 
En effet, si A est une algebre quasi-constante d’ordre n il est immediat 
qu’elle est de Bernstein d’ordre n. 
Reciproquement, si A est une algebre de Bernstein d’ordre n, xtn+zl = 0 
pour tout x dans Ker(w); or comme la caracteristique de K est egale a 2, 
(z + y)[kl = ,[kl+ p1 pour tout entier k 2 1 et si e est un idempotent de A 
et x est dans Ker(w), de la relation (pe + x)[“+~] =(pe + x)[“+~] on dkduit 
que x tn+il = 0. Le lemme s’ensuit. 
hSlME 2.2. Si K est un corps commutatij-de caracthistiyue 2 et (A, w) 
une K-alg2bre de Bernstein d’ordre n, alors A contient un unique idempotent 
non nul. 
En effet, on sait que A admet au moins un idempotent e # 0; on 
decompose A en somme directe, A = Ke@Ker(w). Or e’= pe + r, avec /_L 
dans K et x dans Ker(w), est un idempotent de A si et seulement si $ = p 
et x2 = x. Cette demiere equation entraine que x tkl = xtk +I1 pour tout entier 
k 2 0 d’oti x = 0 et p = 1 ou p = 0. 
PROPOSITION 2.3. Soient A une K-algBbre et n > 1 un nombre entier. L..es 
conditions suivantes sont bquivalentes: 
(1) A est une alge?bre de Bernstein d’ordre n; 
(2) il existe un idLa1 I tel que x [*+‘I = 0 pour tout x dans 1, n &ant 
minimal pour cette condition, et A /I 2 K isomwphisme de K-a&%-es. 
Pour (1) 3 (2) il suffit de poser Z = Ker(w). 
Pour montrer que (2) =S (1) on dkfinit w : A -+ A /I 4 K comme etant 
le morphisme compose evident; l’algebre ponderee (A, o) est alors de 
Bernstein d’ordre n. 
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Notons que, en caractkristique 2, les algkbres de Bernstein d’ordre z&o 
sont rkduites au corps de base. Plus gknkralement, on a le rksultat suivant 
pour une alghbre de Bernstein de dimension finie: 
PROPOSITION 2.4. La dimension d’une al&bre de Bernstein d’ordre n est 
1 + pn oh p est un entier convenable. 
Soit done (A,w) une K-algkbre de Bernstein d’ordre n; on sait qu’il 
existe un bkment x dans Ker(o) tel que xl”] z 0. Le systirme de vecteurs 
{X x[2l, x[:31 ,...> ,[“I} est libre car si 
c pcLix[i’=o avec les pi dans K , 
l<iGn 
de m6me, on montre que pi = 0, 1~ i < n. De plus, rkcursivement, si le 
systkme S = {x{jl 11~ j < n, 1~ j < p - 1) est libre et si x,, est un 6lhent 
de Ker(w) qui n’est pas dans le sous-espace vectoriel engendrt! par S, alors le 
systitme S U{x, , [kl. 1 < k < n} est encore libre. En effet, si l’on kcrit 
alors 
Par rfhrrence, on a pij = 0, 1 < i < p et 1 < j < 12. 
Dans le cas des alg&bres de Bernstein d’ordre 1 sur un corps de 
caractkristique Cgale B 2, nous avons les riksultats suivants: 
PROPOSITION 2.5. Si (A, o) est une K-u@bre de Bernstein d’ordre 1, les 
conditions suivantes sont @uivalentes: 
(1) A est une a@bre de Jordan; 
(2) (ex>y = e(q), quels que soient x, y dans A; 
(3) (er)y = e(xy) et e(ex) = ex quels yue soient x, y duns Ker(w). 
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En effet, comme x2 = w(x>‘e pour tout x dans A, la condition (1) 
kquivaut 2 (2). Si l’on dkcompose A sow la forme A = Ke@ Ker(o) et si l’on 
suppose que [e(pe + x)l(pe + y) = e[(@e + x)(pe + y)] avec p,p dans K et 
x, y dans Ker(o), on a Pey +(ex>y = /3e(ey)+ e(xy), ce qui nous montre 
que les conditions (2) et (3) sont 6quivalentes. 
PROPOSITION 2.6. Si K est un corps infini et (A, w> me K-al&he de 
Bernstein d’ordre 1, les conditions suivantes sont Lquivalentes: 
(1) l’algt?bre A t es ci puissances associatives; 
(2) e(ex) = ex, et (ex>x = 0 clue1 que soit x dans A. 
On remarque que pour tout p dans K et pour tout x dans Ker(w), la 
condition [(pe + x)‘]” = (pe + x)’ kquivaut B p4e = p4e + pL:3[e(ex)+ ex]+ 
p’(ex)x et cette condition Cquivaut h son tour 2 e(ex> = ex et (ex)x = 0 pour 
tout x dans Ker(w). 
PRO~OSI-rro~ 2.7. Soient K un corps infini et (A, w) me K-al&re de 
Bernstein d’ordre 1 et d puissances associatives. Si U = {x 1 x E Ker(w), 
ex = x} et V = (x 1 x E Ker(w), ex = 01, alors U et V sont des sous-K-espaces 
vectoriels de Ker(w) tels yue Ker(w) = U@V et UV = {O}. De plus, si A est de 
Jordan, alor,s U’ c U et V” C V. 
En effet, on note, tout d’abord, que l’on peut aussi kcrire U = {ex 1 x E 
Ker(w)) et V = (x + ex 1 x E Ker(w)} et comme U f? V = IO}, l’identitk x = ex 
+(x + ex), valable pour tout x dans Ker(o), nous dit que Ker(w)= U@V. 
De plus, quels que soient x,y dans Ker(w), on a (ex)(y + ey) = (ex)y + 
(ex)(ey) = (ex>y +(ey)x = 0 car (ex>y = (ey)x. Ceci veut dire que W = {O}. 
Finalement, si A est de Jordan on a (ex)(ey)= e(xy) et (x + exxy + ey)= 
xy + e(xy>, quels que soient x, y dans Ker(w), soit U’ C U et V’ C V. 
PHOPOSITION 2.8. Si K est un corps infini et (A,@) une K-alg&re de 
Bernstein d’ordre 1, les conditions suivantes sont bquivalentes: 
(1) A est une al&he de Jordan; 
(2) A est me al&he ci puissances associatives vkijant U” C U et V” C V. 
La proposition 2.7 nous dit que (1) - (2) et si l’on suppose (2) v6rifi6e on 
montre, puisque A = Ke@U@V, que x”(xy) = x(x’y) quels que soient x,y 
dans A, i.e., A est une alggbre de Jordan. 
Notons qu’une algkbre de Bernstein d’ordre 1 2 puissances associatives 
sur un corps commutatif de caractkristique 2 n’est pas nkcessairement une 
alg&bre de Jordan. 
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EXEMPLE 2.9. Considkrons la K-algkbre de Bernstein d’ordrc 1, A = 
Ke@U@V, dont la table de multiplication relative B une base {e,u,, u,, o), oh 
{u,, un] est une base de U et (c} une base de V, s’6crit e2 = e, eu,=u,, 
euq = up, uIu2 = u, tous les autres produits 6tant nuls. I1 cst clair clue 
l’alg&re A est a puissances associatives mais elk n’est pas de Jordan car 
(e + u,)“[(e + u,)u,] = up et (e + u,)[(e + P~Yu~] = E(~ + v. La condition 
U’ c V de la proposition 2.8, (2) n’est pas vkrifi&. 
3. STRUCTURE VECTORIELLE DES ALCkBRES D’ORDRE n 
Dans ce paragraphe, K designe un corps commutatif de caractkristique 
diff&ente de deux, n > 0 un nombrc cnticr ct soit (A, w) une K-al&&e de 
Bernstein d’ordre n. Si e # 0 est un idempotent de A, soit A = Ke@Ker(w) 
la dkcomposition de A en somme directe de K-cspaces vectoriels, relative B 
e. Pour tout entier k 2 0, considkrons les endomorphismes K-lin&ires ek et 
13, de N = Ker(w) dkfinis par 
e,J = id,, e k+,=eek et b, = id, -2”e,. 
On dim que les 17, sont les endomorphismes de Bernstein de A. 
LEMME 3.1. Soit A une K-al&re de Bernstein d’ordre n. Alors: 
(1) Quels que soient i 2 0 etj > 0, e, 0 ei = e,,,; 
(2) e,, = 2e,,+ ,; 
(3) pour tout i > 0, ei 0 e,, = ei+,, = (1/2’)e,,; 
(4) les endomorphismes K-lin&ires b,, et 2”e,, sont idempotents; 
(5) b,) 0 e,, = e,) 0 h,, = 0; 
(6) Ker(w)= U@V, somme directe, 02 U =(xIx EA, ex =$} et V= 
{x 1 x E A, e,,x = 0). 
L’assertion (2) rksulte de (pe + x)[“+‘l= $“(pe + x)[‘l+‘l avec w dans 
K et x dans KU(~), en regardant les coefficients de p2”‘l - 1. Les assertions 
(2) et (3) sont Cquivalentes [5]. Pour le reste, il suffit de remarquer que 
U = Ker(l?,,) = Im(e,,), V &ant le noyau de e,,. 
Si (A,w) est une K-algkbre de Bernstein d’ordre n, pour tout entier 
k > 0 on note 17k = {x 1 s E A, e,(x) = O}. On a ainsi la suite de sous-K- 
espaces vectoriels de V, (0} = V,, c V, C . . . c V,, _ , c V,, = V et les propri&tes 
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suivantes sont v&ifikes: 
LEMME 3.2 
(1) Quels yule soient les entiers j, k vkifiant 0 < j < k, on a ej(Vk) C VkPj; 
(2) si pour un indice k # 0 on a V, = (O), alors V, = {O) pour tout i > 0; 
(3) si k < n, la condition V, = V,, , entraz^ne V, = Vi pour tout i > k; 
(4) si k < n, alors V, = V,, , si et seulement si ek = 2ek + ,. 
En effet, la proprGt6 (1) dkcoule de la dkfinition des espaces %‘, et 
comme e JV, + I > C V, = (0) alors V, + , c Ker(e,) = V, = (0) d’oti la propriM 
(2). Supposons, maintenant que V, = V, + , pour un indice k < n et soit x un 
&ment de V,,,. On a 0 = ek+Jx) = ek+l(ezr) done ex est dans V,,, = V,, 
c’est B dire, 0 = e,(x) = ek+ ,(ex), oil encore, s est dans V,, ,. Ceci nous 
montre que V,, 1 = V, +” ce qui dkmontre (3). Pour ce qui est de (4), il est 
clair que si ek = 2 ek + , alors V, = V, + , et rkciproquement, si V, + , = V, on a 
V= V, [d’apriis (311 done e,(x) = 0 pour tout x dans V. Si maintenant 
y = u + 2; est dans Ker(w) avec u dans U et c dans V alors e,(y) = (1/2k>u 
et ek+,(y>=(1/2k+‘)u d’oii eL = 2ek+,. 
Soit m le plus grand entier tel que V,,, _ , f V,,, (forckment m < n>. On 
pose V, = elXick Ci, I < k <m, dimk(Ci)= pi (i = l,...,m> done dimk(V) 
= C, < i <,,,pi.‘I1’ est clair que Ci C Vi et que Cj n y-, = (0) pour tout 
l<i<G. 
Si A est une algkbre de Bernstein d’ordre n on a e,, = 2e,, + ,, la 
rkciproque n’&ant pas vraie (exemple ci-dessous). Ceci nous conduit g 
dkfinir les notions de coh&rence et de r6gularit6. On dira qu’une K-algkbre 
de Bernstein d’ordre n admet une pdsentation de type (1 + r, p,, . . , p,,,) s’il 
existe une dkcomposition A = Ke @U@C,@ . . . @C,,, avec e2 = e et r = 
dimL(U), pi = dim,(C,), (i = 1,. .., m>. On dira que cette prksentation est 
cohbrente si m = n. De mcme, on dim que cette prksentation est &guli&e si 
p1 = p,,, (cf. corollaire 3.4). 
On dira qu’une algPbre est coh&rente (resp. non-cohkente) si toute 
prksentation est coh&ente (resp. si aucune ne I’est). Autrement, on dira que 
l’algkbre est B double prdsentation. 
Etant don&s deux idempotents, s’il existe un automorphisme d’algkbres 
qui transforme l’un dans l’autre, alors ces idempotents dkfinissent des 
prkentations du m&me type. Toute alg&bre de Bernstein d’ordre z&o est, 
par dkfinition, cohkrente et toute alg&e de Bernstein d’ordre 1 est, par 
dhfinition, rkguliirre. De plus, on montre que les alggbres de Bernstein 
d’ordre 1 sont aussi cohkrentes (en effet si une telle alg&bre n’etait pas 
cohkrente, elle admettrait une dkcomposition A = Ke@U avec U’ = (0), done 
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l’ordre de l’algkbre serait kgal h z&o, contradiction). Ceci n’est pas le cas 
pour les alg&bres de Bernstein d’ordre 2 2 (cf. exemples ci-dessous). 
Pn0PosrrroN 3.3. Si 1 < i < j < m, l’application e, : (Tj + V est injectice 
et (e,<(Zj> C CjPi. 
En effet, si x E C, avec e,(x) = 0 alors x E V, done x = 0 et si e,(x) f 0, 
comme C,j C vi alors ei(X)E Vjpi mais comme e,(x) +Z V,-,-, car x P V,_, 
alors e,(x) E C,_i. 
CoHoLLAIHE 3.4. Aoec les notations ci-dessus, on a p,,, < p,,, ~, < . . . < 
Pl. 
D’aprk la proposition 3.3, pour 1 < i < j < m, on a C.j 2 e,<C,> C C.j_i 
d’oil pi <pi_,. 
COHOLLAIW 3.5. Si (A, w) est une alg&re de Bernstein d’ordre n 
admettant une prksentation cohkrente, alors dim,(A) > n + 1. 
On remarque que si (A, w) cst une algsbre de Bernstein d’ordre n et si 
l’on krit A=Ke@U@C,@ ... @C,,, avec m < 11, alors eC, c Cip, done 
(A, w) est rkguli&e si et seulement si eCi = C, _ , , ce qui &Iuivaut encore a 
dire que p,_, = pi (i = 1,2 ,..., m). Dans ce cas, il cxiste un K-espace 
vectoriel C, B savoir C = C ,,,, tel que V = $(, < i (,,) e,,, _i(C) et la dimension 
de A s’kcrit l+ r + mp avec r = dimk(U) et G -dimk(C>. 
EXEMPLE 3.6. Considkrons la K-alghbre A = Ke @ U@V dont la table de 
multiplication relativement B une base {e,u, cl, u2) s’krit e2 = 
I e, eu=,u, 
U” = u1 et G: = u, tous les autres produits ktant nuls. On vkrific facilement 
que A est une algkbre de Bernstein d’ordre 2 mais clle n’est pas d’ordre 1 
car (GE)’ = u2 = o, # 0. Comme C, = {0), cette alg&re cst non-cohkrente. 
EXKMPLE 3.7. Consid&ons la K-alg&bre A = Ke@li@V dont la table de 
multiplication relativement B une base (e, u, x,, xZ, G,, z;J s’kcrit ep = e, 
eu = +u, ez;, =x1, eu,=x,, x:=x2, uf = o2 et uf = x,, tous les autres 
produits ktant nuls. Cette alg&bre cst d’ordre 4, rkgulikre et non-cohkrente. 
EXEMPLE 3.8. L’alggbre a maintenant une base {e,u, x1, x2, x3, c,, ~~1 et 
sa table de multiplication s’kcrit e2 = e, eu = +u, ev, = x 1, es2 = x2, xt = X2, 
u: =zj2 et og=xI, tous les autres produits ktant 1~1s. II s’agit ici d’une 
alggbre d’ordre 4, non Sguli&re et non-cohkrentc. 
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EXEMPLE 3.9. Soit A l’algebre dont la table de multiplication relative- 
ment a une base {e, U, x, v} s’ecrit e2 = e, eu = in, eu = x et v2 = x, tous les 
autres produits etant nuls. Cette algebre est d’ordre 2 reguliere et coherente. 
EXEMPLE 3.10. Soit A I’algkbre dont la table de multiplication relative a 
une base {e, u, v, w) s’ecrit e2 = e, eu = +u, 2 = 0 et v2 = w, tous les autres 
produits ktant nuls. Cette algebre est d’ordre 2 et a double presentation. En 
effet, sa presentation relative a e n’est pas coherente. Or, l’kkment e’= e + 
u + v + w est un idempotent non nul de A et on verifie de faqon immediate 
que la presentation de A relative a cet idempotent est coherente car 
e’(e’o) = 0 mais e’u = w. 
4. L’ALGIkBRE ASSOCIkE Ber,(A, w) 
Soient K un corps commutatif de caracteristique differente de 2 et (A, w) 
une K-algebre de Bernstein d’ordre > 1. Les endomorphismes e, (0 < i < ml 
de N = Ker(w), definis au paragraphe 3, sont K-linkairement independants 
dans la algebre associative Endk(N). En effet, si EL,,,. . .,p,,, sont des 
scalaires de K verifiant C o < i < ,,,piei = 0 et l’on applique ceci B un vecteur x 
de C,,,, on a za<i<,,z-rPi : ’ . . e.(x) = 0. De plus e,(x) est non nul et appartient a 
C,,,_i, 0 < i < m - 1, et la somme ci-dessus Ctant directe, on conclut que 
Po=Fl= . . . = p,,,_ i = 0. La relation de depart nous foumit alors la rela- 
tion p,,,e,,, = 0 d’oh p,,,, = 0. 
On note Ber,(A, o) le K-sous-espace vectoriel de End,(N) de dimen- 
sion m + 1 engendre par les transformations K-lineaires e,, . . . , err,. On munit 
Ber,(A, w> dune structure de K-algilbre associative a element unite en 
posant 
e,e,j = eitj si 
1 
i+j<m et eiej=pe 
2t+j-m vt 
si i+ j>m. 
De plus, cette algebre &ant commutative, si x = &,Giq,,,p,ei est un 
idempotent de Ber,(A, 01, les pi v&Bent les equations 
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1 
P ,,I = C PiP,j + C TFiP.j' 
i + j = m i + j > ,,1 2 I+.’ “’ 
On a pa=/~T~ done p. = 0 ou F,, = 1. Si p(, = 0 alors F, = 2p,,p, = 0, 
pcLz = 2pop2 + pr = 0 et si I’on suppose ye puk = 0 pour tout k < m, alors 
k !,1 = (1/2”‘)pf,, &oh II,,,, = 0 ou IL,,, = 2”‘. Supposons que pc, = 1. La condi- 
tion p, = 2~~ nous donne pu, = 0, pcL2 = 2p,,pu2 + pf = 2/1a done p2 = 0 et 
supposons, par recurrence, que pk = 0 pour k < m. On a p,,, = (I/~“‘)P:,, + 
2k,, soit g ,,, =o ou /J,,,= -2”‘. Les idempotents non nuls de l’algebre 
Ber,(A, w) sont alors e,,, 2”‘e,,, et e,, -2”‘e,,,. 
Considerons I’application K-lineaire w : Ber,(A, w> + K definie par 
I1 est facile de voir que w est un morph&me surjectif de K-algebres done 
c’est une pond&ration de l’algebre Ber,(A, w). De plus xe,,, = w(x)e,,, pour 
tout x dans Ber,(A, w). Et on voit aussi que N est munit d’une structure 
naturelle de Ber,(A, w)-module. La proposition suivante resulte des 
considerations que l’on vient de faire: 
Pnorosrrrox 4.1. La sous-K-al&he de Ber,(A, w) engendre’e par 
e,, , e,,, est constante d’ordre m ou, plus pre’cis6ment, pour tout x dans cette 
a@hre on a x”’ = 2”‘w(x)e,,,. 
NOTE 4.2. Si w’ est une autre ponderation de Ber,(A, w) &&ant 
w’(e,,,) # 0, necessairement w’= a. 11 suffit d’appliquer w’ a l’equation 
re,,, = wiT(x)e,,,, valable pour tout x dans Ber,(A, wl. 
5. A PROPOS DE LA STRUCTURE DE RELATIONS 
Soient K un corps commutatif de caracteristique differente de 2, n > 0 
un nombre entier et (A, w) une K-algebre de Bernstein d’ordre n. Soit 
A = Ke @ Ker(w) la decomposition de A en somme directe de sous-K-espaces 
vectoriels relative a un idempotent non nul e. 
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Pour x dans Ker(w) et CL dans K, on pose 
(5.0) 
\ ou les A,, ,, sont des fonctions de x 2 valeurs dans Ker(w) (l’idke d’introduire 
les fonctions Ak,,, est inspirCe de N. Bourbaki pour des considhations 
analogues dans le cas des algkbres de Lie). Alors 
avec 
c5.1) Ak.rt+l = 2eAk,rL +2 c Ai,nAj,rt + c 62i.kA?,n 
i+j=k l<i<k 
pour tout entier k, 1~ k < 2”” et oh 6, ‘, est le symbole de Kronecker. 
Quand p parcourt K, en kgalisant les coefficients de pk dans la relation 
(e + /LCLX)[“+“] = (e + px)[“+‘I, on obtient: 
(5.2) 
A -0 k.n+l - pour tout 2” < k < 2”+‘, et 
A k,n+l - ‘k.n pour l,<k<2”. 
On a, par exemple: A,,,,(x)= x, A,,,,(X)= 0, A,,,(x)=2ex, A,,,(x)= 
2eA, ,(x)+ A: ,(x) = x2, A,,,(X)= 0, A,,,(x) = 2eAJx) = 4e(ex), A,.&) 
= 2ei” +4(exj”, A&) = 2eA,,,(x)+2A,,,(x)A2,1(x) = 4ex)r’, A,,&) 
= (Lw. 
Par cons6quent si (A, w) est une K-alg&bre de Bernstein d’ordre 1 les 
conditions suivantes sont v&rifi&es: 
(5.3) 
A,,,(4 = A,,,(x) ou 4e( ex) = 2ex, 
A,,&) = A&) ou 2ex” +4(ex)” =x2, 
A&) = 0 ou 4(ex)x” = 0, 
Ad.z(x) = 0 ou *[31= 0. 
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De fagon g&hale, pour les deux premikes valeurs de k, on a 
(5.4) A,,,( X) = 2”e,( x), 
(5.5) 
(5.6) A,,,~,,( x) = x[“+ll quel que soit x dans Ker( w) 
Soit A = Ke @U@V la dkcomposition de I’algkbre d’ordre n de type 
(f- + 1, p,, . ‘. , P,,,),, sur un corps infini de caract&istique diffkrente de deux. 
Rappelons que V, = @I <i <k . . Ci et que V, = V,,, = V pour tout entier k, 
m<k<n. 
PROPOSITION 5.7. Soient n > 1 un nombre entier et (A, w) une K-al&bre 
de Bernstein d’ordre n. Alors on a les inclusions U” c V,,, et [Ker(o>]C1 C 
U@V,,, si m < n. Si A est cohbrente, alors [Ker(w>]C, C U@V,,_ ,. 
En effet, des relations (5.2) et (5.5), il rEsulte que 
soit 
“2.” 2n-k+1ek[(e,,-kx)(e,~-~y)l 
= 02.-12’ 2n-k-1ek[(en-k-1x)(en-k-1Y)l (*I 
quels que soient x et y dans Ker(w)= U@V. Pour x et y dans CJ, on a 
ej(x) = (1/2j)x et ej(y) = (1/2j)y pour tout entier j > 0 et (*) donne 
C 2kek(w) = C 2k4XY>~ soit 2”e,,( xy) = 0. 
O<kblL O<k<n-1 
Mais, du lemme 3.2, (4), on dCduit que e,,, = 2”-“‘e,, soit e,, = 2”‘-“e ,,,. 
Par conskquent 2”*e,,,(xy) = 0, ou encore xy E V,,,, i.e., U” C V,,,. 
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On suppose, maintenant, que x soit dans C, et y dans Ker(o). La 
relation (*) se reduit a 2e,,(xy) = e,_ ,(xy), ce qui veut dire que e,,_ ,(xy) est 
dans U, done que xy est dans U@V,,, si m < n. I1 est clan que si m = n alors 
xy est dans U@V,,_,, d’oti la proposition. 
EXEMPLE 58. Si (A, w) est une K-algebre de Bernstein d’ordre 1, elle 
est coherente avec m = n = 1, C, = V, = V, V,, = (0) et la proposition ci- 
dessus nous dit que U’ CV et Ker(w)V CU. 
COHOLLAIRE 5.9. Soit A = Ke@U@V une K-&&e de Bernstein d’ordre 
n>O. Alors V#(O). 
En effet, si l’on avait V= {O}, forcCment U” = {0} (proposition 5.7) et 
l’ordre de I’algebre serait zero. 
TIIPOK~ME 5.10. Soient K un corps commututif infini de caractbristiyue 
diffbrente de 2 et (A, w> une K-alg?bre ponderbe. Les conditions s&antes 
sont &uivulentes: 
(1) A est une ulg&re quasi-constante d’ordre n; 
(2) A est une ulg%re de Bernstein d’ordre n uvec U = (0); 
(3) A est une ulg&re de Bernstein d’ordre n uvec un unique idempotent 
non nul e. 
(1) 3 (2). L’algebre A Ctant quasi-constante d’ordre n, il existe un 
element e dans A tel que w(e) = 1 et x t”+‘j= w(.r)““e pour tout x dans A, 
~1 &tant minimal pour cette condition. Alors rt”+“j = w(x)“‘+‘e = w(x)~“x[~‘+‘] 
et A est une algebre de Bernstein. D’autre part, pour x dans Ker(w) et pour 
tout p dans K, on a (e + ~LX)[“+‘]= e et comme 2”e,,(r) est le coefficient de 
p, necessairement e,, = 0, i.e., Ker(w) = V,,. Par consequent, U = {O}. 
(2) * (3). Soit (A, w) est une K-algebre de Bernstein d’ordre n avec 
U = (0) dans sa decomposition relative a un idempotent e # 0. La condition 
U = (0) equivaut a dire que l’application 2e, - e,, est injective. Des relations 
(5.1) et (5.2) il vient que 
pour tout k tel que 1 < k < 2”. Montrons, par rkcurrence sur k, que les 
Ak,n sont tous nuls. En effet, pour k = 1 dans la relation ci-dessus, on a 
(ea -2e,)A,,, = 0 soit A,,,, = 0. Supposons que Aj,. = 0 pour tout j < k. 
Alors (e,) -2e,)Ak+,,,, = 0, soit encore Ak+r ,, = 0. Ainsi pour tout k, 1 < 
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k < 2”, on a Ak.n = 0. Par conskquent, (e + x)[“+ ‘I = e +x1 Gk Gz”FkAk,,l = 
e, pour tout x dans Ker(w). Le lemme 1.1 nous dit alors que e est 
I’unique idempotent de A. 
(3) * (1). Soit A une K-alg&re de Bernstein d’ordre n ayant E f 0 
comme unique idempotent. Puisque, pour tout x dans A, de poids 1, x[“+” 
est un idempotent de A, I’unicitk mention&e entraine que x[“+‘] = e, ce qui 
kquivaut B dire que x [‘+ ‘I= w(x)““e pour tout x de A de poids non nul. 
D’autre part, pour x dans Ker(w) et pour tout p dans K, on a (e + ~x)[“+~] 
= e et comme R,,,,,,(x) = x[“+ ‘I, nkcessairement x[“+ ‘I = 0. On a ainsi 
montrk que x [‘I+ ‘I= w(x)““e pour tout x dans A, d’oil le thho&me. 
COROL.LAIRE 5.11. Soit A = Ke@U@V une K-ulgdbre de Bernstein 
d’ordre n > 0. Si (U@V)” c V, ulors Ke@V est quasi-constante d’ordre 
inferieur ou Lgul ci n. 
6. S-ALGkBRES COMMUTATIVES ET ALGI?BRES D’ORDRE ZIkRO 
Si K est un corps commutatif, on dira que une K-algkbre A est une 
S-alg6bre si A # 0 et si tout sous-K-espace vectoriel de A est une sous-alg&re 
(la notion de S-algkbre a &k introduite par I. Kaplansky). Si la caractkris- 
tique du corps est diffkrente de 2, il est immkdiat que toute S-alghe admet 
un idempotent non nul. Nous nous intCressons ici aux S-alghbres commuta- 
tives. 
PROPOSITION 6.1. Toute K-algBbre de Bernstein A d’ordre z&o est une 
S-ulgdbre commututiue. 
En effet, si la caracthristique du corps de base est kgale 2 2, l’alghbre A 
est isomorphe B K. Dans le cas contraire, comme pour tout x dans A on a 
x2 = w(x)x, on dkduit que xy = i[w(y>x + o(x)y] pour x, y klkments de A. 
Si A est une S-alghbre commutative, pour tout Gment x dans A, il 
existe un scalaire p dans K, dhpendant de x, tel que x2 = Px. Ainsi, si x et 
y sont deux vecteurs de A, soient p et p des Gments de K tels que 
(x + y)’ = /3(x + y) et (x - y)’ = p(-r - y) done 4xy = (/3 - pcL)x +(p + p)y, 
d’oti, si la caractkristique du corps et + 2, xy = f(/3 - pL)x + i(p + pL)y. 
On dira qu’un 61Cment x de A est nilpotent si x2 = 0. 
LEMME 6.2. Soient K un corps commututif de caructhristique d$f&-ente 
de 2, A une S-ulgBbre sur K et x, y deux &ments non nuls de A. Si x est 
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idempotent et y nilpotent, alors xy = iy et si x et y sont des idempotents, alors 
xy = ;<x + y). 
I1 est clair que l’on doit avoir, dans les deux cas, x z y, done la fa- 
mille (x, y} est libre et les deux assertions du lemme dkcoulent de la re- 
lation xy = f(P - p)x +f(P + pL)y &rite ci-dessus et du fait que xy = 
i[(x + y>’ - x2 - y”]. 
PHOPOSI-IION 6.3. Toute S-ul&bre commutative sur un corps commututif 
de curucte’ristique diffbrente de 2 est une al&h-e de Bernstein d’ordre z&o. 
Soit done ‘4 une S-alg&re commutative sur K. Si x z 0 est un idempo- 
tent et y f 0 un nilpotent de A alors x + y est un idempotent non nul. Ceci 
nous dit que A admet une base form&e par des idempotents. 
Soit done (eiji,, une telle base et w : A -+ K l’application K-linkaire 
dkfinie par w(e,> = 1 (i E I). Puisque e,ej = i(ei + ej) (i, j E I), alors o est 
un morphisme de K-alg&res et x2 = w(x)x pour tout x dans A. Done 
(A, w) est une alg&re de Bernstein d’ordre z&o. 
Si la caractCristique de K est Cgale 2 2 et A une S-algitbre n’admettant 
pas d’idempotent non nul, alors tous ses kkments sont nilpotents (car si 
x2 = pux avec x # 0 dans A et p # 0 dans K, alors p-lx est un idempotent 
non nul de A). 
Par la suite, nous classifierons les S-alg&res sur un corps K de 
caractkristique 2 admettant au moins un idempotent non nul. 
LEMME 6.4. Soient K un corps commututif de caracthistique 2 et A une 
S-ulgt%re commutative sur K. Alors, l’uniyue nilpotent de A est le vecteur 
z&o. 
Soient A une S-alghbre commutative sur K, x un idempotent de A et y 
un nilpotent de A. On sait alors qu’il existe un &ment p # 0 dans K tel que 
(x + y)” =/.L(x + > t y e comme (x + y)’ = x, alors /.~(x + y) = x soit y = 
/_-‘(p + 1)x. Nkcessairement p = 1 done y = 0. 
Ainsi, une telle S-alggbre admet toujours une base formke par des 
idempotents et, sauf si sa dimension est kgale 2 1, elle n’est pas de Bernstein. 
PHOPOSI-I-ION 6.5. Soient A une S-alg&re commutative sur K et x, y deux 
idempotents distincs et non nuls de A. Alors xy = 0 ou xy = x ou xy = y ou 
xy = x + y. 
En effet, supposons que xy f 0; il existe des scalaires p et T tels que 
xy = ,ux + TTY. Si p f 0 et T # 0, alors (xy)” Z 0 (cf. lemme 6.4) done il 
existe un scalaire p f 0 tel que (xy)” = p(xy), soit p = rr = p car x et y sont 
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forcement independants. On a ainsi montre que &ant don&s deux idempo- 
tents distincs x et y dans A tels que xy f 0 ou bien xy = PX ou xy = p y ou 
xy = /3(x + y) avec p et p dans K et non nuls. Si l’on suppose clue ry = PX 
alors (X + y>y est un produit d’idempotents non nuls et il doit &tre de l’une 
des trois formes indiqukes ci-dessus; mais (x + y>y = p.r + y, done /_L = 1. 
De meme, si xy = /3(x + y) alors X(X + y) = (p + 1)x + py et, par les m&mes 
considerations utilisees ci-dessus, on deduit que /3 = I. 
TII~R~IE 6.6. (Theoreme de classification). Sur un corps commutatif 
de caractkistique 2, il n’existe yue trois S-al&res ci idempotent non nul, ci 
sacoir, une en dimension 1 isomorphe ci K et deux de dimension 2 dont les 
tables de multiplication relatioes 2 une base convenable {e,, e,} sont ef = e,, 
e! = e. 2 2, e,e2=e2 et ef=el, e% = ep, e,e2 = e, + e2, lu premiBre ktunt 
associatice et ci e’le’ment unite’ et la seconde non ussociutive. 
En effet, soit A une S-algebre sur K et montrons q’il ne peut pas 
exister, dans A, une famille finie et libre e,, . . , e,, d’idempotents avec n 2 3. 
I1 suffit alors de regarder ce qui se passe si l’on suppose dans A trois 
idempotents e,, e2, es lineairement independants sur K. Montrons que l’on 
ne peut pas avoir de produits non nuls entre ces idempotents. En effet, 
supposons que e,e2 = 0 et regardons les differentes possibilites en ce qui 
conceme le produit e,e,. On a: 
(I) e,es = e, + es et, dans ce cas, e,(e, + es) = e, + e3, ce qui est ab- 
surde, d’apres la proposition 6.5; 
(2) eies = es done e,(e, + es) = es, ce qui est encore impossible, d’apres 
la mSme proposition; 
(3) e,es = e, et ici, ou bien e2e,, = eq + ez3, c’est le cas (1) en remplacant 
e, par e2, ou e2eR = e,, c’est le cas (2) en remplaqant ei par e2, OU 
e2e7 = e2, absurde encore, car (e, + e,)(e, + es) = e2, ou finalement e2e3 = 0 
et >est encore le cas (2) en permutant e, et e3; 
(4) e1e3 = 0 done ou bien e2e3 = e2 + e, [cas (111 ou e2e3 = e2 [cas (211 
ou e2eR = e3 [cas (2)] ou e2e3 = 0 done (e, + e,>(e, + es> = e,, absurde 
d’aprks la proposition 6.5. 
Ainsi, &tant don&s trois idempotents e,,e,,e, de A lineairement 
independants sur K, les produits deux B deux sont non nuls. Mais on ne peut 
pas avoir, par exemple, e,e2 = e, car alors, en posant e6 = e, + e, on aurait 
une famille libre e,, e;, es d’idempotents de A avec e,eL = 0, ce qui est 
impossible. Dow, necessairement, on a elez = e, + ep, e,ea = e, + e:, et 
e2e3 = e2 + es et alors (e, + e,>(e, + e,) = e,, absurde. 
Ainsi, si l’on exclut la dimension 1 et si A est une S-algebre sur K de 
dimension 2 et ayant une base {e,, e,} form&e d’idempotents, les al&bres 
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dont les tables de multiplication son completees respectivement par e,e2 = 0, 
elee = e, et e1e2 = e2 sont isomorphes. L’autre classe de ces algebres est 
alors don&e par e,e2 = ei + e2. 
7. AUTOUR DES ALGBBRES DE BERNSTEIN D’ORDRE 2 
Dans ce paragraphe nous utiliserons des notions et resultats developpes 
aux paragraphes 3, 4 et 5. 
Soient K un corps commutatif infini de caracteristique differente de 2, 
une K-algebre de Bernstein d’ordre 2 et e # 0 un idempotent de A. On sait 
que A = Ke @ Ker(w) = Ke@ U@V oh V = C,@ C,, les espaces vectoriels U, 
C, et C, etant definis au paragraphe 3. 
Pour tout x dans Ker(w), les equations Ak,o = Ak,z pour k = 1,2,3,4 
(paragraphe 5) nous donnent: 
(7.1) 2e[e(ex)] = e(ex), 
(7.2) 8[e(ex)]‘+4e(ex)“+2e(ex2) = 2(a)“+ er’, 
(7.3) 2e[(ex)x"]+8[e(er)](ex)2+4[e(er)](ex2)= (ex)x”, 
(7.4) 2ex~31+32[e(ex)][(ex)x”]+16(ex)‘31+16(er2)(ex)”+4(ex2)2=x~31 
PROPOSITION 7.5. Soit A une K-a@bre de Bernstein d’ordre 2. On a les 
inclusions suivantes: U” C V, VC, C U@C,, UC, C U@C,, Cf C U@C,, 
C,(VC,)CU@C, et (eC,)Cf CU. De ph, si Ct CU alors V2 CU@C, et si 
UC, CU alors W CU@C,. 
En effet, les trois premieres inclusions sont don&es par la proposition 5.7 
avec n = 2 et Ker(w)= U@V= U@C,@C,. En outre, la relation 7.2 entraine 
que 2(ev)” + ev’ est dans U pour tout v dans V. Par consequent, si Cf C U 
alors V” c U@C,. De la linearisation de 7.2 on a 
8[e(ex)l [e(ey>l+4e[(ex)(ey)l+2e[e(xy)l = 2(ex)(ey)+ e(xy) 
quels que soient x et y dans U@V. Or, si u est dans U et v dans V, ceci 
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entraine que u(w) + e(w) est dans U et, en particulier, si UC, C U alors 
w c U@C,. 
Or, de VC, cU@C, et UC, c U@C, dkoulent Cf C U@C, et C,(VC,) C 
U@C,. 
Puis, de la linearisation de (7.3) resulte: 
quels que soient x, y et Z dans U@V. Si u, u’ et 0” sont dans V, on a 
(ev)(u’u”)+(ec’Xou”)+(eu”)(z;o’) est d ans U. En particulier, si c’ et 6” sont 
dans C,, alors (eu)(v’z;“) est dans U d’ou (eC,)Cf C U. 
Le theoreme 5.10 nous dit que si A est quasi-constante d’ordre 2, alors e 
est l’unique idempotent non nul, U = (0) et R,,,(x) = 2(ex)” + ex2 = 0. 
Comme Ker(w)” c Ker(w), l&ration e(xy) = -2(exXey) entraine que 
Ker(o)” est un ideal de A. Ceci nous m&e au resultat suivant: 
LEMME 7.6. Soient A une K-algdbre quasi-constante d’ordre 2 et k un 
entier positif. Alors Ker(w)k est un id&l de A. 
En effet, l’enonck &ant v&if% pour k < 2, supposons que Ker(w)” soit 
un idkal de A pour k > 2. On a Ker(w)k+l = Ker(o)Ker(w)k C Ker(w)k et 
Ker(w)Ker(w)kfl c Ker(w)Ker(w)k = Ker(w)k+l. Soient x dans Ker(w) et 
y dans Ker(o)k; on a e(xy) = -2(ex)(ey) est un element de Ker(w)k+l done 
e Ker(w)kf’ c Ker(w)k+', c’est B dire, Ker(w)k+l est un ideal de A. 
NOTE 7.7. I1 n’existe pas d’algebre de Bernstein d’ordre 2 de dimension 
&gale a 2. Pour une telle algebre, si A = Ke@U@V est sa decomposition 
relative a un idempotent non nul e, soit U = (0) et alors V’ = (0) soit V = (01 
et alors U” = (0). Le premier cas correspond a une algebre quasi-constante 
d’ordre 1 done de Bernstein d’ordre 1, et le second a une algebre de 
Bernstein d’ordre zero. 
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THI&X&ME 7.8. Si A = Ke@U@V est une ulg&re de Bernstein d’ordre 
2, aEors dim.(V) > 1. 
Supposons V = {D}. Forckment ec = 0 et U # {O) (note 7.7). On a les deux 
cas suivants: 
(1) U’ ={O}. On pose 0’ = w + ~CLV avec w dans U et p dans K. 
On a wv”=j_~wD et ev2=$ w. Si on applique la relation (6.3) on obtient 
e(wu’)+ w(eo2)=iwo2 done WC’ est un element de U et, a fortiori, pwv 
aussi. Or, de la relation (7.4) 2e[(v)“12 +4(ev”)” = (2;“)‘, resulte 2e(2pwv 
+ ~‘w + ~‘6) = 2~~0 + kcL2w + psc, d’oti pL3c = 0 et done CL = 
0. Ainsi, c2 = w, avec (v’)” = 0. 
Soit u un element de U. On pose uv = u’+ TV avec u’ dans U et T dans 
K. On a e(ua) = iu’ et U(W) = xuv. De la linharisation de la relation (7.3) 
on obtient 2e[u(uz;)] = u(uu), d’ou TUV appartient a U. Or, forcement rr = 0 
(supposer T z 0 entraine uv dans U et done T = 0) d’oti uv appartient a U. 
Ainsi, (pe + u + 2;)” = p2e + pu f2ut; + w et [(pe + u + v)“]” = (p’e + 
~FLU +2uc + w)’ = FCL4e + p3u +2p”“uz; + $w = k’(pe + u + v)‘. 
Ceci montre qu’une telle algbbre est d’ordre 1. 
(2) U” # 0. Soit u dans U, u2 f 0; on peut poser, sans perte de 
g&&alitk, u2 = 0. De la relation (7.3) on deduit que u3 est dans V et done 
que UC est un element de V; soit uv = TG. De la linearisation de (7.3) 
resulte que u(uv) cst dans U et done aussi TUV; il s’ensuit uzj = 0. De plus, 
de la relation (7.4) on obtient e(u”)’ = 0 d’oh v2 est dans V et done 6’ = 0. 
Soit, maintenant, w un element de U tel que w2 = 0. De la linearisation 
de (7.3) resulte que u(uw)+ iu’w est dans V. Mais, si uw = u’+ TV avec u’ 
dans U et TT dans K, u(uw) = uu’ est un element de V d’ou aussi u’w = VW, 
c’est a dire, VW = PC avec I_L dans K. Enfin, encore, de la linearisation de la 
relation (7.3) on deduit que w(wv) = ~‘0 est dans U d’ou WV = 0. 
Ainsi, si x est dans U, [(pe + x + v)‘]” est egal ?I pL4e + p3x + ppx si 
x’#Oeta p”e+p’r si x”=O. 
Dans les deux cas il s’agit d’algebres de Bernstein d’ordre 1. Ceci acheve 
la demonstration. 
COROLLAIRE 7.9. Toute alg;bre de Bernstein d’ordre 2 et de dimension 
3 est quasi-constante d’ordre 2. 
Ceci decoule du corollaire 5.11 et du theorirme precedent. 
Si A est une K-algbbre de Bernstein d’ordre 2 et v un 6lCment de V, il 
est clair que si 0’ f 0 le systeme (v, u”} est libre et si ev # 0 le systitme 
{2;, ev) est libre. La premiere affirmation decoule de la relation vt4) = 0 et la 
seconde du fait que e(el;) = 0. 
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PROPOSITION 7.10. Soit A = Ke@U@V une al&we de Bernstein d’ordre 
2 telle que (U@V)’ c V. Si 2; est un e’kment de V et u un &ment de U on u: 
(1) ec’= -2(ec)“, (eu)33 = 0, ezjD = 0, (eu)c2 = 0 et cc31 = 0; 
(2) si ec2 # 0 ulors dim,&A) > 5; 
(3) si dim.(A)= 3 et up f 0 alors ez; = po2 az;ec p duns K; 
(4) eu” + u(eu”) = 0, u’ +(eu”)u” = 0, e[u(ev)] = 0 et UG’ +4(eu)(uc) 
= 0. 
En effet, de (7.2) on a eu’ + 2(ez;)” est dans U et done es2 = - 2(ev)“; si 
on linharise cette identitt: on obtient e(uw) = - 2(eu)(ew) d’oti, en posant 
w = U2, ec3 = 4(ev)” mais (ez;)’ est un Ckment de U (proposition 7.5). De 
m&me, (eti)c2 est dans U [relation (7.3)]. E n in, f si dans la relation (7.4) on 
remplace eu2 par - 2( e2;)2 on obtient 2 eu[‘] = oL3] d’oil ~1~1 = 0. 
Pour ce qui est de (2), si ec2 # 0 le syst&me (0, ec, c2, eo”} est libre car 
ev # 0 puisque eo2 = -2(ez;)” et si ao + beu + ~2;~ + dez;’ = 0 avec a, 12, c 
et d dans K, en multipliant par e on obtient ueu + cec2 = aec -2c(ez;)” = 0 
d’oh u = c = 0 et done bet + dev” = he6 -2d(er;)” = 0, c’est B dire b = 
d = 0. 
Quant 2 (3), si l’on suppose ev et .’ ti linkairement indkpendants on 
montre facilement que le systkme {G, er;,z;“} est libre ce qui contredit 
I’hypothke. 
L’assertion (4) se dkmontre en appliquant les relations (7.2), (7.3), (7.4) et 
des rksultats de (1). 
PROPOSITION 7.11. A isomorphisme pr&, il existe tiny al&bres de 
Bernstein d’ordre 2 et de dimension 3, dont deux non-cohkentes et trois 
cohkrentes. 
En effet, d’apr&s les propositions ci-dessus, une telle alg&bre admet une 
dkcomposition A = Ke@V avec V” C V. 
Concernant les produits dans V, on a d’abord les alggbres d6termin6es 
par V’ =(O}. P ms, si V’ #(O}, soit u dans V tel que v2 # 0. Le systgme ‘. 
{1;,2;“} est libre, eu “=O et eu”=O (prop osition 7.10) &oh o3 = pti2 et si 
p # 0 on peut choisir G tel que p = 1 [en remplagant c par ?j/Y2(pL2 - 1)~” 
+I-L -‘VI. Pour finir, il est Claire que si ec # 0 alors eu = n-u2 avec T dans K 
et, en changeant c par TU si ~~ = 0 ou par o + i (r - 1)~” si 6” = US, on 
peut considkrer T = 1. 




sont isomorphes, puisque on passe de la premiere B la seconde en remplagant 
1 . up par cp - +,. 
Le troisieme type possible est form6 par les algebres dont les produits 
sont 
Or, pour chacun de ces cas on a soit evg = 0 done deux algebres sans 
presentation coherente possible, soit ev, z 0 et done trois a presentation 
toujours coherente. Nous obtenons ainsi, les cinq algirbres suivantes: 
Les non-coherentes: 
(1) e2 = e, 6: = c;,; 
(2) e2 = e- e, c,zj2 = n,, tiz - ci; 
et les coherentes: 
(3) e2 = e, ez;p=2;,; 
(4) e2 = e, ec, = z;i, 6; = ui; 
(5) e2 = e, evp = zj,, o,vp = o,, U; = v,. 
Bien entendu, les produits non explicit& sont nuls. 
NOTE 7.12. Determiner les differentes classes d’isomorphie d’une struc- 
ture est toujours un objectif necessaire a la connaissance de celle-ci. En 
general cette &he s’avere pour le moins rude. 
Ainsi, par exemple, soit A = Ke@U@V une algebre d’ordre 2 et de 
dimension 4 non quasi-constante. 11 est clair que dim.(U) = 1 et posons 
u = {U), v = (0 ,’ ca}. 
Nous allons etudier les algebres A non-coherentes verifiant U” = 0, 
uiu2 = 0 et v: = ru, 7 dans K. 
Comme les idempotents de A sont les elements de la forme e + pu avec 
p dans K, forcement W = {O}. De plus, de l’identite (e,)I”I= 0 on dtduit 
vi = bu + CD, avec h et c dans K, c f 0 (car sinon A serait d’ordre 1). 
Dans ce qui suit, les produits nuls ne seront pas explicit&. 
(1) Le cu.s b = 0. L’algebre determinee par 0: = rru et 0: = cv,, rr # 0, 
est ismorphe a celle determinee par vf = u et 0,” = ui. L’algebre d6finie par 
vf = 0 et 6% = zji determine une autre classe d’isomorphie. 
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(2) L.e cas b f 0. L’alg&re dkterminke par G: = xu et C: = 17~ + cc, 
est isomorphe B l’alg&re A, dkfinie par CT = TU et ~2” = u + o,, laquelle 
n’est pas isomorphe B celles d&rites ci-dessus. De plus, toutes les alg&res 
de la famille (A,), E K sont non isomorphes deux B deux. 
La classification des alg&bres de Bernstein d’ordre 2 et dimension 4 reste 
un probkme ouvert et nous donnons ci-dessous (proposition 7.12) une liste 
de soixante classes d’isomorphie organiske en deux groupes, les quasi-cons- 
tantes et les autres. I1 n’existe pas d’alg&bre quasi-constante admettant une 
double prksentation car elles n’ont qu’un seul idempotent non nul; elles sont 
diviskes en non-cohkrentes et cohkrentes. Les autres en non-cohkentes, 
cohhrentes et 2 double prkentation. 
PROPOSITION 7.13. A isomorphisme pr&, il y a au moins soixante 
al&bres de Bernstein d’ordre 2 et de dimension 4, ci savoir: 
Vingt-deux quasi-constantes, de base {e, v,, w,, cql: 
dont huit non-cohkentes: 
A. e2=e v2=G. 
Ai: e2 = e: V:LI, =I;,; 
A,: > e2 =e & = 0 ,, v; = v,; 
A,: e’=e, z;,:,=v,, UI~=G,; 
A,: e” = e, 6: = v,, vuzv, = w,; 
A,: e2 = e, vi = v,, ozw, = w,; 
A,: e2 = e, G: = w,, vf = w,; 
A. k’ e2=e 0.2; ~0 ) 21 ,' v2w, = w,; 















e2 = e ev, =zj 
e2=e ev,‘=v l> 
) 2 1, w: = v,; 
e2= e, ev2=v,, v,c2=vl; 
ep= e, ev, = v,, vlwl= vl; 
e >2 
'=e ev, =v 2_ 1, v1v2 = v,, w, - 01; 
e2=e, ev,=v,, v,w,=v,, v;=v,; 
e >2 
2ce ev, =v 1, v," = v,; 
e2=e, ev,=vl, wF=vl, vi=vl; 




1, c,v)2= v,, vj2 - w,; 
e2= 6, ev2= vl, vlv2=wl,v~=wl; 
e2= e, ea,=v,, v,'=vl, v2w1=w1; 
e2=e, ev,=v,, vf=w,, v,"=v,; 
e 
2_ 
-e, ev,=vl, v2vl=vl, v2w,=w,. 
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Puis, trente-huit de base {e, u, vl, v&, parrni lesyuelles: 
once non-coherentes: 
A,,: e2 = 
1 
e, eu = +, vlvz = vl; 
A,,: e’=e, eu=iu, vz=vLjl; 
AzS: e2=e, eu=$, v:=u, vf=v,; 
A,,: e2=e, eu=$, v:=O, vi=u+v,; 
Az7: e-?=e, eu=iu, v;f=u, v%=u+c,; 
A,,: e2 = e, eu = iu, v,vz = vl, vf = U; 
A,,: e2=e, eu=iu, v,vz=v,, v~=u, vi=vl; 
A 30 1 e” = e, eu = + u, v1v2 =u, ?Jl 
.ZSU vP.v. , 2 1, 
A,,: e’=e, eu=iu, u2=v1, o~=u+c,; 
A,,: e2=e, eu=iu, u2=v1, v~=c~; 
A,,: e2=e, eu=$, u2=v1, vi=u; 
dix-huit coherentes: 
A,,: e 
2_ - e, eu = iu, ev2 = VI; 
A,,,: e2 = e, eu = iu, ev, = vl, vf = u; 
AB6: e2=e, eu=iu, ev2=v1, v; = u; 
A ,3i: e” = e, eu = +u, ev2 = vl, v,v2 = u; 
A,,: e”=e, eu=$, evz=v,, u’=v,; 
A,,: e2=e, eu=$, evz=v,, up=v2; 
A,,,: e” = e, eu =iu, evz = vl, u2 = vl, v1v2 = u; 
A,,: e2 = e, eu = iu, ev, = v,, vlvz = v,; 
Aa2: e2 = e, eu = iu, ev2 = vl, v,” = v,; 
A,,: e2 = e, eu = iu, evz = v,, vf = u, v; = vI; 
A,,: e’=e, eu=iu, ev2=v,, vf=O, v,“=u+v,; 
A,,: e2=e, eu=&, ev2=v,, vf=u, vi=u+v,; 
Ad6: e2=e, eu=$, ev2=v,, v,vp=v,, vf=u; 
A47: e2=e, eu=iu, evp=v,,vLj1v2=v,, vf=u, vi=v,; 
A,,: e” = e, eu =iu, ev, = vl, v1v2 = u, vf = u, vi = vl; 
A,,: e’=e, eu=iu, u’=v,, vi=u+v,; 
A 50 : e2 = e, eu = +u, ev, = v,, u2 = v,, v; = v,; 
A,,: e’=e, eu=$, evz=v,, u2=vl, v; = u; 
et neuf a double presentation: 
A,,: e2 = 
I 
e, eu = +, uv2 = vl, isomorphe ci celle de’termint!e par: e2 = e, 
eu = $u, ev, = v,, UC2 = “1; 
A 53: e 
e- - e, eu = $4, u2 = vl, v,v2 = vl, isomorphe ri celle de’terminee par: 
e2 = e, eu = +u, evz = v,, u2 = v,, CIVZ = VI, uv2 = 2v,; 
A 54: e2 = e, eu = +u, uvz = v,, VIVZ = VI, isomorphe ci celle determinee 
par: e ’ = e, eu = &4, evug = vl, uvx = VI, VlVZ = 01; 
A,,: e2 = e, eu =Y$, uvz = v,, v,” = v,, isomorphe a celle d&err&&e par: 
e2 = e, eu =+u, ev, = v,, uvz = vl, v; = vl; 
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AS6: e’=e, eu=iu, u’=v,, v1c2 = u, isomorphe ci celle dkterminke pur: 
e2 = e, eu = +u, eu, = zj,, 24’ = c,, clvjg = u -2v,, Uvp = 2(U -2v,); 
As7: e2=e, eu=fu, u2=v2, vx=vl, isomorphe 6 celle de’termide par: 
e’= e, eu = iu, ev, = v,, u2 = 4v, + v2, uvz = 2V,, vi = C,; 
A,,: e’=e, eu=$, u’=c,, ucz=v,, isomorphe ci celle &termide pur: 
e’=e, eu=+u, ev,=c,, u’=v,, uvz=c,; 
A,,: e2 = e, eu = iu, u2 = c2, ucz = vl, isomorphe h celle de’termide par: 
e2 = e, eu = +u, evp = vl, u2 = vtjz +4v,, u,vZ = vl; 
A,,: e’=e, eu=&, uvl=u, uv2=v1, isomorphe ci celle &terminLe par: 
e2 = e, eu = iu, ev2 = vl, UC, = -u, UlV)z = v,, vf = -4u, vlcl = 
2v,. 
En effet, ces alggbres sont construites B partir du corollaire 3.4, du 
corollaire 5.11, du rksultat foumi par lc th6orirme 7.8, de la classification 
don&e B la proposition 7.11 et de la note 7.12. 
La dkmonstration est une longue suite de rksolutions de systkmes d’kqua- 
tions sans grande difficult& et qui tient plus de vingt pages. Nous n’avons 
pas l’intention d’en accabler le lecteur. NCanmoins, pour montrer la mkthode 
suivie, nous donnons ci-dessous certains exemples. 
I1 est clair que une algkbre quasi-constante ne peut etre isomorphe B une 
autrc vkrifiant U #IO}. I1 en est de m&me entre une non-cohkrente et une 
cohkrente, une cohbrente et une 2 double presentation, etc. 
&Montrons que l’algkbre A,, quasi-constante non-cohkrente, n’est pas 
isomorphe au huit autres du m&me groupe. 
Elle ne peut pas &tre isomorphe 2 l’une des alghbres A ,, A,, A, et A, 
car Ai engendre un espace de dimension deux. 
Pour ce qui est du reste, soient vi, vi et w; une famille libre du 
sous-espace V de A,. 
Si G;’ = C;, v;vI, = u;;, les autres produits ktant nuls, forckment v’, et w’, 
sont soit des combinaisons linkaires de v1 et w L soit des multiples de v2 
(ceci rksulte de vi” = 0 et w’,’ = 0). Dans le premier cas, de w;v; = 0 on 
dgduit alors que 6; est aussi combinaison likaire de 2; 1 et w ,, ce qui 
entraine vL2 = 0, contradiction. Dans le second, si v’, (resp. w;> est multiple 
de cq et w; (resp. c;I,> combinaison linkaire des vecteurs vl et wl, de 
v’,w’, = 0 on obtient w’, = 0 ce qui est impossible, d’oti w’, est aussi multiple 
de v2 ce qui est impossible encore. Done, A, n’est pas isomorphe B A,. 
Quant B A,, si vL’= vi, z;l,w; = w;, les autres produits 6tant nuls, C; et 
w’, sont caractCrisCs de la m&me facon que ci-dessus. Dans le premier cas, de 
v\vi = 0 on dCduit que vi est combinaison lin6aire de v1 et w1 et done, 
v;z = 0. Dans le second, la dkmarche et les conclusions sont les m&mes que 
celles effect&es ci-dessus. L’algkbre A, n’est pas isomorphe B A,. 
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E&n, supposons que Go= w\, u;’ = G;. Si w; est de la forme /..LG, + TWO 
alors de v;w’, = v;w’, = 0 on deduit que vs et v’, sont aussi des combinaisons 
Iineaires de c, et wr, impossible. Or, si w; est un multiple de vz, on deduit 
a nouveau de v’,w’, = I_I;w’, = 0 qu’il en est de m&me de u’, et 6;. Ceci 
acheve la demonstration. 
Parmi les algbbres non quasi-constantes et non-coherentes, A,, n’est pas 
isomorphe h l’une des algebres A,, 23 < k < 30 car dans leurs decomposi- 
tions de Peirce possibles on a toujours U” = (0). De mEme, elle n’est pas 
isomorphe a A,, car (U@V)” engendre un espace de dimension 2. Montrons 
qu’elle n’est pas isomorphe a l’algebre A,,. En effet soient x, y et E trois 
elements libres du sous-espace U@V de A,, verifiant les identites de la table 
de multiplication de l’algebre A,,. Si l’on pose x = 17~ + cvr + dv, et y = pu 
+ L/F, + rvg avec b, c, rE, p, y et r dans K, on a xy = dru + bpc, done si 
-“=O alors 
;2 = 
z =,uv, avec F dans K*, si x2=z alors x = bu+cv, avec 
p et si y2 = x + z alors y = pu + qv, + rv2 avec p” = b et r” = c + p. 
I1 en resulte p = b” = p’ # 0. Mais la condition xy = 0 entraine bp = 0. 
Impossible. 
Enfin, l’algebre A,, ne peut pas $tre isomorphe a une autre du groupe 
des coherentes non quasi-constantes car [A,,]” = A:,,. 
Nous sommes tr2s redevubles aur remarques qui nous ont &j&es par le 
Referee. 
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